Determinantes 2
Prof. Joao Capri

1. (Eewb) O determinante da matriz A4, , onde os

elementos da primeira linha sédo 4, 3, 5e 1; os
elementos da segunda linha sé0 0, 3, 0 e 2; os da
terceira linha sdo 2, 7, 0 e 0 e os da quarta linha, 8, 6,
10e 2,

a)-5 b)0 c)5 d)15

2. (Epcar (Afa)) Sejam a e b numeros positivos tais

10 0 1

que o determinante da matriz 2 a 01 vale
1 -1 b 1
0 0 0 1

24.

&

Dessa forma o determinante da matriz {

& &

|

igual a
a)0 b)6 c)-6 d) 6

3. (Efomm) Determine o valor de a, para o qual o
determinante abaixo é nulo.

2 -1 0 -2
-1 4 6 a
1 2 2 A1
0 1 10

a)-2 b)-1 ¢c)0 d)1 e)2

4. (Ime) Dada a matriz A, a soma do médulo dos
valores de x que tornam o determinante da matriz A
nulo é:

1 2x 0 0

a)7 b)8 ¢)9 d)10 e) 11

5. (Efomm) Dada uma matriz quadrada de ordem trés
M. Define-se a matriz de cofatores de M e denota-se

por M', a matriz que se obtém de M, substituindo cada
elemento de M por seu cofator. Além disso, denota-se

por M a matriz adjunta de M, que é definida como
sendo a transposta da matriz de cofatores de M, isto

é, M=(M"\.
310

Seja M=|1 0 2|, edefinaamatrizB=M. M.
213

Qual é o valor da soma dos elementos da diagonal
principal da matriz B?

a)-15 b)-5 ¢)3 d)5 e)15

6. (Uece) Considere as matrizes

0

o N

Se dn é o determinante da matriz A", entdo, a soma
d1 +d2 +d3 ++dn+ e igual a

1 1 2 3
—. b) - —. d) —.
a3 b5 05 o

7. (Pucpr Medicina) Os elementos a11 e a2 da matriz

quadrada M = (a” a12j = (a bj foram obtidos de
a1 a2

forma aleatdria langando-se duas vezes um dado
comum honesto (dado com seis faces equiprovaveis,
numeradas de 1 a 6). Com o primeiro langamento,
ficou determinado o elemento a11, 0 segundo
langamento resultou no valor do elemento a1z e, na
sequéncia, verificou-se que a matriz M admite inversa.
Qual a probabilidade de o determinante dessa matriz
ser positivo?

1 1 7 7 5
P TR TR T

8. (Epcar (Afa)) Dadas as matrizes

4 1 0 4 1 -3
A={1 |a| -4|eB=|1 |a] 0|, nas quais
-3 0 -4 0 -4 -4

o elemento da 22 linha e 22 coluna é o médulo de a,
com a €, considere as proposi¢coes abaixo.

Analise e classifique corretamente cada uma quanto a
ser (V) VERDADEIRA ou (F) FALSA.

() As matrizes A e B comutam.

() A matriz A possui determinante igual a 0
somente sea=1oua=-1.

() Se A e B séo invertiveis, entdo AR = [, em que
Al é a matriz transposta de A, B! é a matriz
inversa de B e | a matriz identidade.

Sobre as proposicdes, tem-se que
a) todas sao falsas.

b) todas séo verdadeiras.

c) apenas uma é verdadeira.

d) apenas duas sdo verdadeiras.

9. (Ufpr) As Unicas raizes reais do polindmio p(x)
dado pelo determinante abaixo sdo -2 e —1.

qx) x+2 X2 +2x

p(x) = det x>+x 0 1
X+1 1 1

Sabendo-se que o polinémio q(x) = ax? +bx+c¢ (com
a, b e c constantes) tem as mesmas raizes reais de
p(x), é correto afirmar que:

AZ-AAAS=AZ. AL A" =A™ A



a)b’-4ac<0ea>->.
b) b> —4ac<0 e a<>.
c) bZ_dac>0e a<->.
d)b?-4ac>0e a>".

e)b?-d4ac>0¢e a=

AlwWwh|lwhlWOWph|lwDlW

10. (Ime) A soma dos inversos das solugdes inteiras
da equacéo

x 2 3

2 x 3|=0

2 3 x

19 19
0 b)—— ¢)-15 d)15 e) —
90 b) - ) ) ) 30

11. (Ime) Determine o(s) valor(es) real(ais) de x tal(is)
que

2 10 0 O
-1 2 -1 0 O
x=0 -1 2 10
o 0o 1 2 1
0 0 0 -1 x

12. (Espm) Seja a matriz M= (aij Jxn @l que aj é o

i
j
a)0 b)n ¢c)1 d)-1 e)n?

binomial [ ] O valor o determinante de M é

13. (Ufrr-pss 2) Se o determinante da matriz

171 1 1
12 4 8
A=l13 9 27
1 x x2 X3

é igual a 0 (zero) entéo, o conjunto de todos os
valores que x pode assumir é:

a)B ={1,4,9} b) C={1,8,27} c) D={2,4,8}
d) A= {1,2,3} e) E= {3,9,27}
14. (Pucpr Medicina) Assinale a alternativa que

corresponde a quantidade de raizes reais e distintas
da equacéo

13 9 27
2 3

1 x X X 0
1 3x 9x2 27x3|
1 x x2 X8

a)4 b)3 c)2 d)1 e)0

15. (Ime) Calcule o(s) valor(es) de k real(is) para que
o determinante da matriz abaixo seja igual a 24.

AN 2
_ a X W
L oo~
W W NN

16. (Unicamp) Considere a, b, c, d termos

consecutivos de uma progresséo aritmética de
numeros reais com razao r = 0. Denote por D o

determinante da matriz [a ZJ
c

. i D
E correto afirmar que - vale
r

a) -1. b) -2. ¢) -3. d) 4.

17. (Espcex (Aman)) O elemento da segunda linha e
10 1

terceira coluna da matriz inversadamatriz |2 1 0
0 1 1

é:
2

3
a j—
)3

b)> 00 d) -2 e)—%

TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAO:
Leia o texto abaixo para responder a(s) questao(des)
a sequir.

Matrizes de Vandermonde sao matrizes quadradas em
que os elementos ao longo de cada linha formam
progressdes geométricas de primeiro termo igual a 1,
nao necessariamente com a mesma razao para cada
linha.

Por exemplo, a matriz B a seguir, de ordem 4 & de
Vandermonde:

1 5 25 125
13 9 27
B=|1 -3 9 -27
p 11

2 4 8

Seja V uma matriz de Vandermonde de ordem 3 em
que a PG formada com os elementos da 12 linha tem
razdo 2, a PG formada com os elementos da 22 linha
tem razdo 3 e a PG formada com os elementos da 32
linha tem razdo 2.

18. (Insper) O determinante da matriz V € igual a
a) -16. b) 0. c)16. d) 20. e) 36.



Gabarito:

Resposta da questao 1:

(B]
4 3 5 1 ]
0 3 0 2 \
2 7 0 / Filas paralelas e proporcionais
8 6 10 2

Todo o determinante com filas paralelas e
proporcionais vale zero.

Resposta da questao 2:

(D]
Tem-se que
SIS
1 ? . {24elt b 2-2
- 00 1
0 0O
< ab=24.
Portanto, a resposta é
b V2
R NN -
3 \a
_Jab -6
=24 -6
=26 -6
:»\/6_
Resposta da questao 3:
(D]

Somando a segunda coluna na terceira e aplicando o
teorema de Laplace na quarta linha, obtemos:
2 10 -2 |2 1 1 -2

-1 4 6 a :—1 -4 2 a :1.(_1)4+2._21 21
1 2 2 14 (1 -2 0 -1 1 o
o 1 10 0 1 0 O
=4-a+0-(4+0-1)=-4-a+5=0
sa=1
Resposta da questao 4:
(Al
Pela regra de Chio:
1-2x-x2 x-1 2| [1-2x® x-1 2
detA=|(x+4)-2x O 0 |[=] 4-x 0 0
-1-2x-x 1 x=2| |1_2x2 1 x-2

Aplicando o Teorema de Laplace, utilizando a
segunda linha da matriz, tem-se:

.
<

x-1 2

detA = (4 —x)-Cofyq = (4 -x)-(-1)2"-
(4-x)-Cofyy = (4=x)- (1?7

detA = (x—4)-(x? —3x)

Para que detA =0, tem-se:
0=(x—4) (x?-3x)
Xy=4; Xo=0; X3=3

Logo, a soma do mddulo dos valores de x que tornam
o determinante da matriz Anulo €7 (|4|+0+|3|=7).

Resposta da questao 5:
(Al

Vamos determinar a matriz adjunta de M inicialmente
calculando seus cofatores:

(1+1) I 0
Ciqi=(- 11 0 2|=1-(03-21)=-
1 3
(1+2) | ! o
Cipo=(1) 1 2|=-1-(13-22)=-1-(-1)=1
2 3
(1+3) |7 {
Ci3=(-1) 110 =1-(111-02) =1
2 1
(2+1) 10
Coy= (- - =-1-(13-01)=-1-3=-3
13
(2+2) 3 0
Cyp=(- =1-(33-02)=9
2 3
(2+3) | 3 1
Cos3=(-1) =-1-(31-12)=-1-1=-1
2 1
(3+1) 10
Csq=(-1) 11 0 2(=1-(12-00)=2
3+2) | 3 0
Cy,=(-1) |1 2|=-1-(32-01)=-16=-6
(3+3) | 3 1
Cs3=(-1) 11 0 =1-(30-11)=-1

Assim, a matriz dos cofatores é:

-2 1 1
-3 9 -1
2 6 -1

Logo, a matriz adjunta M é:

‘:(x—4)<[(x—1)~(x—2)—2]:(x—4)-(x2 -3x)

SuperProfessor®



2 3 2
M=|1 9 -6
1 1 -1

Segue que B = M-M é:

31 0)(2 -3 2
B=(10 2.1 9 -6
2 13)(1 -1

[34(2)+1-1+0-1 3.(=3)+1-9+0-(-1) 3»2+1-(6)+o-(1)J [5 0 OJ

1-(=2)+0-142-1 1-(=3)+0-9+2-(-1) 1.2+0-(-6)+2-(-1)|=| 0 -5 0
2.(-2)+1-143-1 2-(=3)+1.943-(-1) 2.2+1-(-6)+3-(-)) (0 0 -5

Portanto, a soma dos elementos da diagonal principal
€ -5+(-5)+(-5)=-15.

Resposta da questao 6:
(Al

0

d, = det(A) = ;

o N|-=~

N| =

dy, = det(A )— (det(A))” = 16
_ 3\ 3 1
d; = det(A )_ (det(A))” = o4

;jn ~ det(A" ) = (det(A))"

Estes determinantes, entdo, forma uma P.G. infinita de
razao 1
4

Portanto:

d1+d2+d3+ ........ +dn+........= =

Resposta da questao 7:
(Al

Considerando que a matriz M admite inversa, temos:
a

1

#z0=>a-bz0=a=%b

1

Logo, o numero de elementos do espago amostral
sera dado por:
NE)=6-6-6=30:

Para que o determinante seja positivo devemos ter a >
b.

Logo, o evento sera representado pelo conjunto A de
elementos (a, b) abaixo:

A={(21),(3.1),(3.2), (4,1), (4,2), (4,3), (51), (5,2),
(5,3), (5.4), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5)}

N(A) = 15.

Portanto, a probabilidade pedida sera dada por:
piay= 151
30 2
Resposta da questao 8:
(D]

[1] Falsa. Como:

4 1 0][4 1 -3 [ 17 lal+4 12
A-B=|1 |a| -4||1 |a| O|=||la|+4 a?+17 13

-3 0 -4||0 -4 -4| | 12 13 25

4 1 -3][4 1 o] ] 26 lal+4 8
B-A=|1 |a| O||1 |a| —-4|=|la|+4 a?+1 -4]|a|

0 -4 -4]|-3 0 -4 8 4|a] 32
- AB % BA

As matrizes A e B ndo comutam.

[Il] Verdadeira. Os valores de a para os quais o
determinante da matriz A é igual a 0 séo:

4 1 0
1 la| -4/=-16]a|+16=0=]a|=1
3 0 -4

sa=1oua=-1

[Il] Verdadeira. E possivel notar que Al =B Logo:
AB'=BB =]

Resposta da questao 9:

[C]

Como as raizes de q(x) sao reais e distintas,
concluimos que b% —4ac >0.

Desenvolvendo o determinante e considerando que
g(x)=a(x+1)-(x+2), ja que -1 e —2 s&o raizes de

p(x) e de q(x), temos:
p(x):(x2+x)-(x2+2x)+(x+1)~(x+2)—a-(x+1)»(x+2)—x-(x+1)-(x+2)
p(X)=x-(x+1)-x-(X+2)+(x+1)-(x+2)—a-(x+1)-(x+2)=x-(x+1)-(x+2)
p(x)=(x+1)~(x+2)~(x2+1—a—x)=0

Como —1 e -2 sao as Unicas raizes de p(x),
concluimos que (x2 +1-a —x) =0 n&o possui raizes

reais, logo:
A<0:>(—1)2—4-(1—a)<0:>—3+4a<0:>a<%
Resposta da questao 10:

[E]

Raizes da equacéo:



N N X
w X N
X W W
Il
o

x2 -19x+30=0
(x-2)(x? +2x-15)=0
(x=-2)(x-3)(x+5)=0
~.8={-523}

Portanto, a soma dos inversos das solugdes inteiras
da equacéo é igual a:
1 1 1 19
—t—+—=—
-5 2 3 30
Resposta da questao 11:
Aplicando o teorema de Laplace na 12 linha, obtemos:

2 10 0 1 -10 0
w12 =10 w2 |0 2 -1 0
X=2CD7 g gy PO
0 0 -1 x 0 0 -1 x
I S 8
x=2A+B
Em que:
2 10 -1-10
A=2.(-D"" 1 2 “Al+=1)-D™?.j0 2 -1=4x-3
0 -1 x 0 -1 x
2 10 0 -1 0
B=(-1)-(-""|-1 2 —A|+(1)-(-1)"2 o 2 -1]=2-3x
0 -1 x 0 -1 x
Logo:
X =2(4x-3)+(2-3x)
x=5x-4
sox=1

Resposta da questao 12:
[C]

i
j

Unica possibilidade para a matriz M é que ela seja de
1x1:

[

Portanto, o seu determinante vale 1.

No binomial [ J deve-se ter i > j. Dessa forma, a

Resposta da questao 13:
(D]

Utilizando a propriedade do determinante de
Vandermonde, podemos calcular o determinante de A
da seguinte forma:

171 1 1

12 4 8

13 9 27

1 x x2 x°

= (x=1)(x-2)(x=3)(3-1)(3-2)(2-1) = 2(x 1) (x ~2)(x~3)

Para que o determinante seja nulo, devemos ter:
2(x-1)(x-2)(x-3)=0
S= {1, 2, 3}

Resposta da questao 14:
(Al

Trata-se de um determinante de Vandermonde. Sendo
assim, o seu determinante é dado por:
(x=3)-(8x-3)-(—x=3)-(3x—x)-(—x—x)-(-x=3x) =0
(x=3)-3(x—1)-(—x—3)-2x-(-2x)-(-4x) =0

48x3 - (x-3)-(x-1)-(-x-3) =0

O que resulta em 4 raizes reais e distintas, pois:

x3 =0 x=0
x-3=0 X=3
=
x-1=0 X =
-x-3=0 [x=-3
S=1{-3,0,1,3}

Resposta da questao 15:

Aplicando o teorema de Laplace na 32 coluna,

obtemos:
1 3 1

k

0 =24
0

W W NN

1
21
4 1

—_

1k 2 1
10722 1 3+ (=) (1)1
413 2
3+12k+4-8-3—6k+3k+12+2-4k—2-9 = 24
Bk —1= 24
"k=5

=24

- X W
W NN

Resposta da questao 16:
(B]

Se a, b, c e d estdo em progressao aritmética, entao
(a,b,c,d)=(a,a+r,a+2r,a+3r). Portanto, vem

a a-+r
a+2r a+3r

=a(a+3r)—(a+r)a+2r)
—a? +3ar—a® —3ar—2r2
=-2r2.
92
A resposta é R = i =-2.

r.2 r.2

Resposta da questao 17:
(Al



Considere a matriz B a inversa da matriz
1 0 1

A=(2 1 0}, logo b,z sera dado por:
01 1

_ A O

Resposta da questao 18:
(D]

Do enunciado, temos:
1 2 4

V=1 3 9
1 -2 4

—
N
N

detV={1 3 9

Pela regra de Sarrus,
1 2 41 2

detvV=1 3 91 3

1 -2 41 =2

detV =[1-3-4+2.9-1+4.1-(-2)]-[4-3-1+1-9:(-2)+2-1-4]
detV =22-2

detV =20




